
Chapitre 2 : Calcul matriciel

2.1 Opérations matricielles

Les opérations sur les vecteurs vues dans le chapitre précédent s’étendent naturellement aux
matrices. On dit que deux matrices A et B de taille m→n sont égales si elles ont la même taille
et que les coe!cients sont tous égaux deux à deux : pour tout 1 ↑ i ↑ m, 1 ↑ j ↑ n, aij = bij .

— Nous noterons Mmn(R) l’ensemble des matrices m→ n.
— Nous dirons qu’une matrice est carrée si elle a autant de lignes que de colonnes. On pourra

dire qu’une matrice de taille n→ n est carrée de taille n.
— Nous noterons Mn(R) l’ensemble des matrices carrées n→ n.
— Nous noterons 0m→n ↓ Mmn(R), la matrice m → n dont toutes les composantes sont

nulles.
— Nous noterons 0n ↓ Mn(R), la matrice carrée de taille n dont tous les coe!cients sont

nuls.
— Nous noterons In ↓ Mn(R), la matrice carrée de taille n dont toutes les composantes

sont nulles hors de la diagonale et valent 1 sur la diagonale.
— Une matrice est dite diagonale si tous ses coe!cients sont nuls, sauf ceux qui sont sur la

diagonale : aij = 0 si i ↔= j.
— Une matrice est triangulaire supérieure si tous les coe!cients strictement au-dessous de

la diagonale sont nuls.
— Une matrice est triangulaire inférieure si tous les coe!cients strictement au-dessus de la

diagonale sont nuls.

2.1.1 Somme de deux matrices et multiplication par un scalaire

Somme de deux matrices

Soit A = [aij ] et B = [bij ] deux matrices m→ n, alors la somme A+B est la matrice m→ n
donnée par :

A+B =





a11 · · · a1n
a21 · · · a2n
...

. . .
...

am1 · · · amn



+





b11 · · · b1n
b21 · · · b2n
...

. . .
...

bm1 · · · bmn



 =





a11 + b11 · · · a1n + b1n
a21 + b21 · · · a2n + b2n

...
. . .

...
am1 + bm1 · · · amn + bmn





Attention, on ne peut additionner que des matrices de même taille.

Remarque importante 2.1
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Exemple.

ï
1 2 3
4 5 6

ò
+

ï
7 8 9
10 11 12

ò
=

ï
8 10 12
14 16 18

ò

Multiplication d’une matrice par un scalaire

Soit A = [aij ] une matrice m→ n et ω ↓ R, alors le produit de la matrice A par le scalaire ω
est la matrice m→ n donnée par :

ωA = ω





a11 · · · a1n
a21 · · · a2n
...

. . .
...

am1 · · · amn



 =





ωa11 · · · ωa1n
ωa21 · · · ωa2n
...

. . .
...

ωam1 · · · ωamn





Exemple. ↗5

ï
1 2 3
4 5 6

ò
=

ï
↗5 ↗10 ↗15
↗20 ↗25 ↗30

ò

Soit A,B,C trois matrices de taille m→n, ω, µ deux scalaires et notons 0m→n la matrice nulle
de même taille que A,B et C. On a alors les propriétés suivantes :

commutativité de l’addition A+B = B +A

associativité de l’addition A+ (B + C) = (A+B) + C

élément neutre pour l’addition A+ 0m→n = A

distributivité 1 ω(A+B) = ωA+ ωB

distributivité 2 (ω+ µ)A = ωA+ µA

associativité de la multiplication ω(µA) = (ωµ)A

Théorème 2.2

Démonstration. Il su!t de l’écrire, étape après étape, en appliquant les propriétés d’addition et
de multiplication des réels à chaque composante des matrices.

2.1.2 Multiplication matricielle

Définition du produit matriciel

Nous avons vu au chapitre précédent comment multiplier une matrice et un vecteur. Nous
avons vu que cela correspondait à appliquer une application linéaire à ce vecteur. Nous allons
maintenant voir comment multiplier deux matrices entre elles. Cela correspond à composer deux
applications linéaires.

Soit A une matrice m → n, et TA : Rn ↘ Rm l’application linéaire associée. Soit B une
matrice n→ p, et TB : Rp ↘ Rn l’application linéaire associée. Soit ↗↘x ↓ Rp.
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Rp

↗↘x
multiplication par B

TB

Rn

B↗↘x
multiplication par A

TA

Rm

A(B↗↘x )

TA ≃ TB

multiplication par AB

Le produit de la matrice A avec la matrice B, noté AB est la matrice associée à l’application
linéaire TA ≃ TB , la composition de TA après TB :

(TA ≃ TB)(
↗↘x ) = (AB)↗↘x pour tout ↗↘x ↓ Rp.

Or
(TA ≃ TB)(

↗↘x ) = TA(TB(
↗↘x )) = A(B↗↘x ),

nous devons alors avoir, par construction, (AB)↗↘x = A(B↗↘x ).

En pratique, comment calculer AB ?

Notons
↗↘
b1 , · · · ,

↗↘
bp les colonnes de B et x1, · · · , xp les composantes de ↗↘x . Alors

B↗↘x = x1
↗↘
b1 + · · ·+ xp

↗↘
bp .

Donc, par linéarité,

A(B↗↘x ) = x1A
↗↘
b1 + · · ·+ xpA

↗↘
bp .

Alors, pour avoir l’égalité (AB)↗↘x = A(B↗↘x ), on définit les colonnes du produit AB comme

étant A
↗↘
b1 , · · · , A

↗↘
bp .

Exemple. Soit A =

ï
1 2 3
4 5 6

ò
, B =




7 8
9 10
11 12



. Alors

A
↗↘
b1 =

ï
1 2 3
4 5 6

ò

7
9
11



 =

ï
7 + 2 · 9 + 3 · 11

4 · 7 + 5 · 9 + 6 · 11

ò
=

ï
58
139

ò
.

De même, A
↗↘
b2 =

ï
1 2 3
4 5 6

ò

8
10
12



 =

ï
64
154

ò
. Donc AB =

ï
58 64
139 154

ò
.
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En pratique, on utilisera plutôt la règle ligne-colonne expliquée ci-dessous, pour multiplier
les matrices.

Remarquons que pour les dimensions des matrices : A une matrice m → n, B une matrice

n→ p, la matrice A a autant de colonnes que B a de lignes. Cette condition est nécessaire, et
il faudra y être attentif lorsque l’on multipliera des matrices entre elles.
Cette condition est en e”et nécessaire pour que la composition TA ≃ TB soit définie : l’espace
d’arrivée de B doit être identique à l’espace de départ de A.

Cette condition est aussi nécessaire pour que chacun des produits matrice-vecteur A
↗↘
bi soit

défini.
La matrice AB est de taille m→ p (elle envoie un vecteur de Rp dans Rm).

Remarque importante 2.3

Remarques 2.2.0.4. 1. Un vecteur de Rp
peut être vu comme une matrice p → 1. Le produit

matrice-vecteur est cohérent avec le produit matriciel dans ce cas.

2. Si A est de taille 1 → n et B est de taille n → 1, alors AB est de taille 1 → 1. Autrement

dit, AB est un scalaire.

[
a1 · · · an

]
︸ ︷︷ ︸

1→n




b1
.
.
.

bn





︸ ︷︷ ︸
n→1

= a1b1 + · · ·+ anbn︸ ︷︷ ︸
↑R

3. Si A est de taille m→ 1 et B est de taille 1→ n, alors AB est de taille m→ n.




a1
.
.
.

am





︸ ︷︷ ︸
m→1

[
b1 · · · bn

]
︸ ︷︷ ︸

1→n

=





a1b1 a1b2 · · · a1bn
a2b1 a2b2 · · · a2bn
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

amb1 amb2 · · · ambn





4. Il est toujours possible de multiplier des matrices carrées de même taille. Le résultat est

une matrice carrée de même taille. Il est par contre impossible de multiplier des matrices

carrées de taille di!érente.

5. Les multiplications successives d’une matrice carrée par elle-même peuvent être notées

comme une puissance :

A0 = In, A1 = A, A2 = AA, Ak = AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
k fois

.

Exemple. Calculer en exercice, les puissances successives d’une matrice diagonale.

Règle ligne-colonne

On a vu que la j-ème colonne du produit AB s’écrit A
↗↘
bj . Qu’en est-il de chacune des com-
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posantes de ces colonnes ?

A
↗↘
bj =





a11 · · · a1n
a21 · · · a2n
...

. . .
...

am1 · · · amn









b1j
b2j
...

bnj



 =





a11b1j + a12b2j + · · ·+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + · · ·+ a2nbnj

...
am1b1j + am2b2j + · · ·+ amnbnj





Chaque composante de cette colonne est le produit d’une matrice ligne par une matrice colonne
(voir point 2 de la remarque 2.2.0.4).

Donc, si on note AB = C, on a la composante cij qui correspond au produit de la i-ème
ligne de A par la j-ème colonne de B : cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj





a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 · · · ain
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn









b11 · · · b1j · · · b1p
b21 · · · b2j · · · b2p
...

. . .
...

. . .
...

bn1 · · · bnj · · · bnp




=





c11 · · · c1j · · · c1p
...

. . .
...

. . .
...

ci1 · · · cij · · · cip
...

...
...

. . .
...

cm1 · · · cmj · · · cmp





Exemple. Si A =

ï
1 ↗1 2
3 0 ↗2

ò
et B =




2 4
1 ↗1
0 1



, alors

AB =

ï
1 · 2↗ 1 · 1 + 2 · 0 1 · 4↗ 1 · (↗1) + 2 · 1
3 · 2 + 0 · 1↗ 2 · 0 3 · 4 + 0 · (↗1)↗ 2 · 1

ò
=

ï
1 7
6 10

ò

Soit A une matrice m → n et B et C des matrices telles que les produits ci-dessous soient
définis. Soit ω ↓ R, on a :

1. A(BC) = (AB)C

2. A(B + C) = AB +AC

3. (A+B)C = AC +BC

4. ω(AB) = (ωA)B = A(ωB)

5. A = AIn et ImA = A

Théorème 2.5
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Certaines habitudes prises avec la multiplication des nombres réels doivent disparâıtre avec
le calcul matriciel. Notamment, le produit matriciel n’est pas commutatif. C’est-à-dire que
l’égalité AB = BA est fausse en général. En fait, il se peut même que AB soit défini, mais
pas BA. De plus, il se peut que deux matrices A et B soient non nulles, mais que leur produit
soit nul !

Soit A =

ï
0 1
0 0

ò
et B =

ï
0 1
0 1

ò
, alors AB =

ï
0 1
0 0

ò
et BA =

ï
0 0
0 0

ò
.

De même il est possible d’avoir B ↔= C, mais AB = AC pour une certaine matrice A. Par

exemple, si A =

ï
1 0
0 0

ò
, B =

ï
1 2
1 0

ò
, C =

ï
1 2
1 1

ò
. Alors AB = AC =

ï
1 2
0 0

ò
.

Remarque importante 2.6

2.2 Transposée d’une matrice

Soit A une matrice de taille m → n. La transposée de A, notée AT , est la matrice de taille
n→m dont les colonnes sont les lignes de A.

Définition 2.7 Matrice transposée

Exemple. Si A =

ï
1 2 3
4 5 6

ò
, alors AT =




1 4
2 5
3 6



.

Soit A et B deux matrices telles que les sommes et les produits ci-dessous aient un sens. Alors,
on a :

— (AT )T = A
— (A+B)T = AT +BT

— (ωA)T = ωAT

— (AB)T = BTAT

Théorème 2.8

Démonstration. Exercice

Exemple. Si A =

ï
1 2 ↗1
0 ↗2 1

ò
, B =

ï
3 1 0
↗1 2 2

ò
, et C =




2 1
↗1 1
0 2



,

alors AT =




1 0
2 ↗2
↗1 1



 , BT =




3 ↗1
1 2
0 2



 , CT =

ï
2 ↗1 0
1 1 2

ò
.

On a (AT )T =

ï
1 2 ↗1
0 ↗2 1

ò



2.2. TRANSPOSÉE D’UNE MATRICE 60

A+B =

ï
4 3 ↗1
↗1 0 3

ò
et AT +BT =




4 ↗1
3 0
↗1 3



.

AC =

ï
0 1
2 0

ò
, (AC)T =

ï
0 2
1 0

ò
, et CTAT =

ï
0 2
1 0

ò
.

Soit A une matrice de taille n → n. On dit que A est symétrique si A = AT . Dans ce cas, les
coe!cients de A vérifient aij = aji. On dit que A est antisymétrique si A = ↗AT . Dans ce
cas, les coe!cients de A vérifient aij = ↗aji.

Définition 2.9 Matrice symétrique

Exemple.

ï
1 2
2 3

ò
est symétrique, et pas antisymétrique. La matrice

ï
0 2
↗2 0

ò
est antisymétrique

et pas symétrique.

Remarques 2.2.0.10. 1. Si A est antisymétrique, la diagonale de A est nulle, car tous ses

éléments vérifient aii = ↗aii.

2. La matrice nulle est à la fois symétrique et antisymétrique (c’est la seule).

3. La matrice identité est symétrique.

4. la matrice

ï
1 2
3 4

ò
n’est ni symétrique ni antisymétrique.

Toute matrice A de taille n→ n est la somme d’une matrice symétrique et antisymétrique.

Théorème 2.11

Démonstration. On a les égalités suivantes :

A = 1
2A+ 1

2A

= 1
2A+ 1

2A+ 0n

= 1
2A+ 1

2A+ 1
2A

T ↗ 1
2A

T

= 1
2A+ 1

2A
T + 1

2A↗ 1
2A

T

= 1
2 (A+AT ) + 1

2 (A↗AT )

Or A+AT est symétrique car

(A+AT )T = AT + (AT )T = AT +A,

et A↗AT est antisymétrique, car

(A↗AT )T = AT ↗ (AT )T = AT ↗A = ↗(A↗AT ).
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Exemple. Soit A =

ï
1 2
↗3 4

ò
, alors 1

2 (A + AT ) = 1
2

ï
2 ↗1
↗1 8

ò
est symétrique, et 1

2 (A↗ AT ) =

1
2

ï
0 5
↗5 0

ò
est antisymétrique.

2.3 Matrices inversibles

Une matrice carrée A ↓ Mn(R) est inversible s’il existe une matrice B ↓ Mn(R) telle que
AB = BA = In. On note alors A↓1 l’inverse de A.

Définition 2.12 Matrice inversible

Exemple.

ï
2 3
1 2

ò
et

ï
2 ↗3
↗1 2

ò
sont inverses l’une de l’autre. En e”et,

ï
2 3
1 2

ò ï
2 ↗3
↗1 2

ò
=

ï
1 0
0 1

ò

et ï
2 ↗3
↗1 2

ò ï
2 3
1 2

ò
=

ï
1 0
0 1

ò

Remarques 2.2.0.13. 1. Si une matrice A est inversible, son inverse est unique. En e!et, soit

B et C deux matrices telles que AB = BA = In et AC = CA = In. Alors d’une part,

C(AB) = CIn = C et (CA)B = InB = B, donc B = C.

2. Seules les matrices carrées peuvent être inversibles. En e!et, pour que la double égalité

AA↓1 = A↓1A = In, soit définie, il faut que A et A↓1
aient chacune n lignes et n

colonnes.

Dans R, on peut diviser par tout nombre non-nul. Autrement dit : tous les nombres sont
inversibles, sauf 0. Cela permet de résoudre des équations. Par exemple, si on a 4x = 13, on en
déduit x = 1

4 ·13. Mais cela ne se généralise pas näıvement aux matrices. C’est-à-dire que si on a

une équation vectorielle A↗↘x =
↗↘
b , on ne peut pas écrire

↗↘x = 1
A

↗↘
b . Notons que c’est l’unique et

dernière fois que nous noterons une fraction avec une matrice au dénominateur. Cette notation
est mathématiquement incorrecte et ne doit jamais être utilisée. Par contre, si A est inversible,

et seulement si A est inversible, on pourra écrire ↗↘x = A↓1↗↘b .

1. Si A ↓ Mn(R) est inversible, alors A↓1 est aussi inversible, et (A↓1)↓1 = A.

2. Si A,B ↓ Mn(R) sont inversibles, alors (AB)↓1 = B↓1A↓1.

3. Si A ↓ Mn(R) est inversible et ω ↓ R↔, alors ωA est inversible, et (ωA)↓1 = 1
ω
A↓1.

4. Si A ↓ Mn(R) est inversible, alors (AT )↓1 = (A↓1)T .

Théorème 2.14 Propriétés d’une matrice inversible
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Démonstration. 1. En e”et, par définition, AA↓1 = A↓1A = In, donc A est l’inverse de A↓1.

2. Vérifions que B↓1A↓1 est l’inverse de AB :

(AB)(B↓1A↓1) = A(BB↓1)A↓1 = AInA↓1 = AA↓1 = In.

(B↓1A↓1)(AB) = B↓1(A↓1A)B = B↓1InB = B↓1B = In.

3. Å
1

ω
A↓1

ã
(ωA) =

1

ω
ωA↓1A = 1In = In.

(ωA)

Å
1

ω
A↓1

ã
= ω

1

ω
AA↓1 = 1In = In.

4. Si A est inversible, alors AA↓1 = In = A↓1A, donc (AA↓1)T = IT
n

= (A↓1A)T , donc
(A↓1)TAT = In = AT (A↓1)T . Ce qui montre que AT est inversible, et son inverse est
(A↓1)T .

Déterminer si une matrice est inversible et calculer un inverse

Concentrons-nous dans un premier temps sur le cas n = 2, et prenons l’exemple de A =ï
3 1
5 2

ò
. On cherche l’existence d’une matrice A↓1 =

ï
a b
c d

ò
telle que AA↓1 = A↓1A = I2.

On a

ï
3 1
5 2

ò ï
a b
c d

ò
= I2 ⇐

ï
3a+ c 3b+ d
5a+ 2c 5b+ 2d

ò
=

ï
1 0
0 1

ò
.

Autrement dit, pour déterminer l’existence de tels a, b, c, d, on doit résoudre les systèmes
®

3a+ c = 1

5a+ 2c = 0
,

®
3b+ d = 0

5b+ 2d = 1
.

Premier système :

ï
3 1 1
5 2 0

ò
L2 ↗ 3L2↓5L1

⇒
ï
3 1 1
0 1 ↗5

ò

L1 ↗ L1↓L2

⇒
ï
3 0 6
0 1 ↗5

ò

L1 ↗ 1
3L1

⇒
ï
1 0 2
0 1 ↗5

ò

Donc a = 2, c = ↗5.
Deuxième système :

ï
3 1 0
5 2 1

ò
L2 ↗ 3L2↓5L1

⇒
ï
3 1 0
0 1 3

ò

L1 ↗ L1↓L2

⇒
ï
3 0 ↗3
0 1 3

ò

L1 ↗ 1
3L1

⇒
ï
1 0 ↗1
0 1 3

ò
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Donc b = ↗1, d = 3.

Comme les deux systèmes sont compatibles, l’égalité

ï
3 1
5 2

ò ï
a b
c d

ò
= I2 est vraie pour

a = 2, b = ↗1, c = ↗5, d = 3.

Vérifions que l’égalité

ï
a b
c d

ò ï
3 1
5 2

ò
= I2 est aussi vraie avec ces valeurs :

ï
2 ↗1
↗5 3

ò ï
3 1
5 2

ò
= I2.

Donc on a bien que A↓1 =

ï
2 ↗1
↗5 3

ò
.

Considérons maintenant, comme deuxième exemple, la matrice A =

ï
1 1
1 1

ò
. On cherche

l’existence d’une matrice A↓1 =

ï
a b
c d

ò
telle que AA↓1 = A↓1A = I2.

On a

ï
1 1
1 1

ò ï
a b
c d

ò
= I2 ⇐

ï
a+ c b+ d
a+ c b+ d

ò
=

ï
1 0
0 1

ò
.

Autrement dit, pour déterminer l’existence de tels a, b, c, d, on doit résoudre les systèmes

®
a+ c = 1

a+ c = 0
,

®
b+ d = 0

b+ d = 1
.

Ces deux systèmes ne sont pas compatibles, donc la matrice

ï
1 1
1 1

ò
n’a pas d’inverse.

Les exemples ci-dessus montrent que dans le cas d’une matrice 2 → 2, on a deux systèmes
à deux équations et deux inconnues chacun à résoudre. Pour une matrice n → n, on aurait n
systèmes, à n équations et n inconnues chacun. Nous verrons à la section 2.5, une méthode pour
résoudre tous ces systèmes en même temps.

Cas particulier n = 2

A =

ï
a b
c d

ò
est inversible si et seulement si ad↗bc ↔= 0, et dans ce casA↓1 =

1

ad↗ bc

ï
d ↗b
↗c a

ò
.

Exemples. 1. A =

ï
1 2
3 4

ò
est inversible et A↓1 = ↗1

2

ï
4 ↗2
↗3 1

ò
=

ï
↗2 1
3
2 ↗ 1

2

ò

2. A =

ï
1 1
1 1

ò
n’est pas inversible, car dans ce cas, ad↗ bc = 0.

Le nombre ad↗ bc s’appelle le déterminant, et nous reviendrons sur cette notion au chapitre
3.

Matrices inversibles et systèmes
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Soit A une matrice n → n. Si A est inversible, alors pour tout
↗↘
b ↓ Rn, A↗↘x =

↗↘
b admet une

unique solution donnée par A↓1↗↘b .

Théorème 2.15 Équation matricielle avec matrice inversible

Démonstration. Montrons que

1. A↓1↗↘b est solution de A↗↘x =
↗↘
b ,

2. A↓1↗↘b est l’unique solution.

1. A
Ä
A↓1↗↘b

ä
=

(
AA↓1

)↗↘
b = In

↗↘
b =

↗↘
b .

2. Soit ↗↘v une solution de A↗↘x =
↗↘
b . Alors A↗↘v =

↗↘
b . Donc A↓1A↗↘v = A↓1↗↘b . Donc ↗↘v =

A↓1↗↘b .

2.4 Matrices élémentaires

Une matrice carrée de taille n→n est une matrice élémentaire si elle peut être obtenue à partir
de la matrice identité In à l’aide d’une seule opération élémentaire sur ses lignes.

Définition 2.16 Matrice élémentaire

Il y a donc trois types de matrices élémentaires (illustrés ici dans le cas n = 3).

Type 1 Li ⇑ Lj




1 0 0
0 0 1
0 1 0





Type 2 Li ⇓ ωLi avec ω ↓ R↔




1 0 0
0 ω 0
0 0 1





Type 3 Li ⇓ Li + ωLj




1 0 0
0 1 ω
0 0 1





Exemple.




1 0 1
0 ↗2 0
0 0 1



 n’est pas une matrice élémentaire, car il faut deux opérations élémen-

taires pour transformer cette matrice en la matrice identité.

Soit A une matrice m→ n et E une matrice élémentaire de taille m. Alors EA est la matrice
obtenue à partir de A avec l’opération élémentaire correspondant à E. Donc EA ⇒ A.

Propriété 2.17
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Remarques 2.2.0.18. 1. Attention ! On a bien multiplié A par la gauche : EA.

2. La taille de E ne peut pas laisser place au doute : si E agit sur les lignes de A, alors E
doit avoir autant de lignes que A.

Exemples. 1.

ï
0 1
1 0

ò ï
a b c
d e f

ò
=

ï
d e f
a b c

ò

2.

ï
1 0
0 2

ò ï
a b c
d e f

ò
=

ï
a b c
2d 2e 2f

ò

3.

ï
1 0
2 1

ò ï
a b c
d e f

ò
=

ï
a b c

2a+ d 2b+ e 2c+ f

ò

Si E est une matrice élémentaire, alors E est inversible. De plus, E↓1 est une matrice élémen-
taire de même type que E.

Propriété 2.19

Démonstration. Chaque opération élémentaire est inversible :

1. Li ⇑ Lj a pour inverse Li ⇑ Lj .

2. Li ⇓ ωLi a pour inverse Li ⇓ 1
ω
Li.

3. Li ⇓ Li + ωLj a pour inverse Li ⇓ Li ↗ ωLj .

Il su!t donc, pour prouver la proposition, de considérer la matrice élémentaire F correspondant
à l’opération élémentaire inverse de celle de E, et on a alors : EF = FE = In.

Soit A une matrice de taille m→ n. Si R est la matrice échelonnée réduite associée à A. Alors
il existe des matrices élémentaires E1, . . . , Ek, telles que Ek · · ·E1A = R.

Propriété 2.20

Démonstration. Chacune des Ei correspond à l’opération élémentaire e”ectuée à la i-ème étape
d’échelonnage et réduction de A.

2.5 Méthode de calcul de A↗1

Soit A une matrice de taille n→ n. Nous avons alors l’équivalence A est inversible ⇐ A ⇒ In.
De plus, toute suite d’opération élémentaires transformant A en In, transforme In en A↓1.

Théorème 2.21 A inversible ⇐ A ⇒ In

Démonstration. (⇔) Supposons A inversible. Alors le théorème 2.15 et le théorème 1.1.3.48
impliquent que A a un pivot par ligne. Or A est une matrice carrée, donc les pivots sont
sur la diagonale. Donc la matrice échelonnée réduite de A est In.
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(↖) Supposons que A ⇒ In, alors il existe des matrices élémentaires E1, . . . , Ek, telles que
Ek · · ·E1A = In. Comme chacune des E1, . . . , Ek est élémentaire, elle est aussi inversible.
Et leur produit l’est aussi. Donc

Ek · · ·E1A = In ⇔ (Ek · · ·E1)
↓1Ek · · ·E1A = (Ek · · ·E1)

↓1In.

Donc A = (Ek · · ·E1)↓1In = (Ek · · ·E1)↓1. Donc A est inversible et

A↓1 = Ek · · ·E1 = Ek · · ·E1 · In.

Donc la suite d’opérations élémentaires qui transforment A en In transforme aussi In en
A↓1.

Ce théorème nous donne une méthode pratique pour savoir si une matrice est inversible, et
pour calculer son inverse.

Pour savoir si une matrice carrée de taille n est inversible et en même temps calculer son
inverse, considérer la matrice

[
A In

]
.

E”ectuer sur
[
A In

]
les opérations élémentaires qui permettent de réduire A.

Si lors de la réduction, il y a une ligne dont les n premières composantes sont nulles, alors la
matrice A n’est pas inversible.
Si la matrice A s’échelonne puis réduit en In, alors la matrice

[
A In

]
s’échelonne et réduit

en
[
In A↓1

]
avec la même suite d’opéraions élémentaires.

Méthode 2.22

Exemples. — La matrice A =




1 0 ↗1
2 1 ↗2
↗1 1 2



 est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.




1 0 ↗1 1 0 0
2 1 ↗2 0 1 0
↗1 1 2 0 0 1



 L2 ↗ L2↓2L1

⇒



1 0 ↗1 1 0 0
0 1 0 ↗2 1 0
↗1 1 2 0 0 1





L3 ↗ L3+L1

⇒



1 0 ↗1 1 0 0
0 1 0 ↗2 1 0
0 1 1 1 0 1





L3 ↗ L3↓L2

⇒



1 0 ↗1 1 0 0
0 1 0 ↗2 1 0
0 0 1 3 ↗1 1





L1 ↗ L1+L3

⇒



1 0 0 4 ↗1 1
0 1 0 ↗2 1 0
0 0 1 3 ↗1 1





Donc A est inversible, et l’inverse est A↓1 =




4 ↗1 1
↗2 1 0
3 ↗1 1



.
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— La matrice A =




1 2 ↗1
2 3 1
1 1 2



 est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.




1 2 ↗1 1 0 0
2 3 1 0 1 0
1 1 2 0 0 1



 L2 ↗ L2↓2L1

⇒



1 2 ↗1 1 0 0
0 ↗1 3 ↗2 1 0
↗1 1 2 0 0 1





L3 ↗ L3↓L1

⇒



1 2 ↗1 1 0 0
0 ↗1 3 ↗2 1 0
0 ↗1 3 ↗1 0 1





L3 ↗ L3↓L2

⇒



1 2 ↗1 1 0 0
0 ↗1 3 ↗2 1 0
0 0 0 1 ↗1 1





A n’est pas équivalente à la matrice identité, donc A n’est pas inversible.

Soit A =
î↗↘a1 · · · ↗↘an

ó
une matrice carrée de taille n. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes.

1. A est inversible

2. A ⇒ In
3. La matrice échelonnée réduite de A a n pivots (un par ligne, un par colonne).

4. AT est inversible.

5. A est un produit de matrices élémentaires.

6. L’équation A↗↘x =
↗↘
0 possède ↗↘x =

↗↘
0 comme unique solution.

7. Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

8. L’application linéaire ↗↘x ↙↘ A↗↘x est injective.

9. L’équation A↗↘x =
↗↘
b admet exactement une solution pour tout

↗↘
b ↓ Rn.

10. Vect (↗↘a1, · · · ,↗↘an) = Rn.

11. L’application linéaire ↗↘x ↙↘ A↗↘x est surjective.

12. Il existe une matrice carrée C telle que CA = In (inverse à gauche).

13. Il existe une matrice carrée D telle que AD = In (inverse à droite).

Théorème 2.23 Caractérisation des matrices inversibles

Démonstration. 1 ⇐ 2 d’après le théorème 2.21
2 ⇐ 3 de manière évidente
1 ⇐ 4 d’après 2.14 et 2.8.
2 ⇐ 5 d’après la deuxième partie de 2.21.
2 ⇔ 6 de manière évidente
6 ⇐ 7 d’après le point 1a de la remarque 1.1.4.58.
6 ⇐ 8 d’après 1.1.5.85
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6 ⇔ 3 d’après la section 1.3.3 et A a n colonnes.
1 ⇔ 9 d’après 2.15
9 ⇔ 6 de manière évidente.
9 ⇔ 10 d’après 1.1.3.48
10 ⇔ 3 d’après 1.1.3.48
10 ⇐ 11 d’après 1.1.5.81
1 ⇔ 12 et 1 ⇔ 13 par définition.
12 ⇔ 6 car si CA = In, alors A↗↘x =

↗↘
0 ⇔ ↗↘x = CA↗↘x =

↗↘
0 .

13 ⇔ 11 car si AD = In, alors quel que soit
↗↘
b ↓ Rn, ↗↘x = D

↗↘
b vérifie A↗↘x =

↗↘
b .

Soit A une matrice carrée de taille n→n. On dit que A est singulière si A n’est pas inversible.

Définition 2.24 Matrice singulière

Remarque 2.2.0.25. Une matrice carrée est soit inversible, soit singulière. Si une matrice n’est

pas carrée, la question de l’inversibilité n’a pas de sens.

2.6 Applications linéaires inversibles

Soit A une matrice carrée de taille n→ n, et T : Rn ↗↘ Rn

↗↘x ↙↗↘ A↗↘x
.

SiA est inversible, alorsA↓1 existe et nous pouvons considérer l’application linéaire S : Rn ↗↘ Rn

↗↘y ↙↗↘ A↓1↗↘x
.

Nous avons le schéma suivant :

Rn

↗↘x

A↓1↗↘y

T

multiplication par A

S

multiplication par A↓1 Rn

A↗↘x

↗↘y

Comme A↓1A = In et AA↓1 = In, les compositions S ≃ T et T ≃ S satisfont :

(S ≃ T )(↗↘x ) = ↗↘x pour tout ↗↘x ↓ Rn

(T ≃ S)(↗↘y ) = ↗↘y pour tout ↗↘y ↓ Rn
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On dit que T : Rn ↘ Rn est une application linéaire inversible s’il existe une application
linéaire S : Rn ↘ Rn telle que

S(T (↗↘x )) = ↗↘x pour tout ↗↘x ↓ Rn

et T (S(↗↘y )) = ↗↘y pour tout ↗↘y ↓ Rn

Définition 2.26 Application linéaire inversible

Soit T : Rn ↘ Rn une application linéaire et soit A la matrice canoniquement associée à T .
Nous avons l’équivalence :

T inversible ⇐ A inversible.

Dans ce cas, l’application linéaire S : Rn ↗↘ Rn

↗↘y ↙↗↘ A↓1↗↘y
est l’unique application linéaire qui

satisfait

S(T (↗↘x )) = ↗↘x pour tout ↗↘x ↓ Rn

et T (S(↗↘y )) = ↗↘y pour tout ↗↘y ↓ Rn

On l’appelle l’inverse de T , notée T↓1.

Théorème 2.27 Caractérisation des applications linéaires inversibles

Démonstration. (⇔) Supposons que T est inversible. On a T (S(
↗↘
b )) =

↗↘
b pour tout

↗↘
b ↓ Rn.

Ainsi, T (↗↘x ) =
↗↘
b admet au moins une solution pour tout

↗↘
b ↓ Rn et T est surjective.

Le théorème de caractérisation des matrices inversibles 2.23 nous dit que dans ce cas, A est
inversible.

(↖) Si A est inversible, alors l’application linéaire S : Rn ↘ Rn associée à A↓1 satisfait

S(T (↗↘x )) = A↓1A↗↘x = ↗↘x pour tout ↗↘x ↓ Rn

et T (S(↗↘y )) = AA↓1↗↘y = ↗↘y pour tout ↗↘y ↓ Rn

donc T est inversible.
Montrons maintenant que S est unique.
Supposons que U : Rn ↘ Rn satisfait aussi U(T (↗↘x )) = ↗↘x et T (U(↗↘y )) = ↗↘y .

Comme T est surjective, pour tout
↗↘
b ↓ Rn il existe (au moins) un ↗↘x ↓ Rn tel que T (↗↘x ) =

↗↘
b . Ainsi,

S(
↗↘
b ) = S(T (↗↘x )) = (S ≃ T )(↗↘x ) = ↗↘x

U(
↗↘
b ) = U(T (↗↘x )) = (U ≃ T )(↗↘x ) = ↗↘x

donc S(
↗↘
b ) = U(

↗↘
b ) pour tout

↗↘
b ↓ Rn, donc S = U .

Remarque 2.2.0.28. Si T est inversible, T est bijective.
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2.7 Matrices par blocs

Nous avons vu qu’une matrice, si elle est initialement définie comme un tableau de nombres,
peut être vue comme une liste de vecteurs colonnes. Or un vecteur colonne est une matrice à
une colonne. Autrement dit, une matrice peut être vue comme une liste de matrices. Nous allons
généraliser cette idée et considérer des matrices définies à partir de blocs de matrices.

Une matrice par blocs est définie non pas à partir de coe!cients, mais de sous-matrices :





A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n
...

...
. . .

...
Am1 Am2 · · · Amn





Ici, chaque Aij est une matrice de taille mi → nj . De manière évidente, pour que cela soit
correctement défini, les sous-matrices d’une même ligne ont toutes autant de lignes, et les sous-
matrices d’une même colonne ont toutes autant de colonnes.

Exemple. La matrice A =




1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15



 peut être par exemple définie comme A =

ï
A11 A12 A13

A21 A22 A23

ò
où A11 =

ï
1 2
6 7

ò
, A12 =

ï
3 4
8 9

ò
, A13 =

ï
5
10

ò
, A21 =

[
11 12

]
, A22 =

[
13 14

]
, A23 =

[
15
]
.

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15









A11 A12 A13

A21 A22 A23

Cet exemple n’a pas un grand intérêt en soi, mais nous allons voir que définir une matrice avec
des blocs permet de généraliser certaines propriétés de matrices de manière très intéressante.

Opérations sur les matrices par blocs

Soit A et B deux matrices de même taille, organisées en blocs tels que la taille de chaque
Aij est la même que celle de Bij .

A =





A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n
...

...
. . .

...
Am1 Am2 · · · Amn



 , B =





B11 B12 · · · B1n

B21 B22 · · · B2n
...

...
. . .

...
Bm1 Bm2 · · · Bmn



 ,



2.7. MATRICES PAR BLOCS 71

Alors

A+B =





A11 +B11 A12 +B12 · · · A1n +B1n

A21 +B21 A22 +B22 · · · A2n +B2n
...

...
. . .

...
Am1 +Bm1 Am2 +Bm2 · · · Amn +Bmn



 .

Soit ω ↓ R, alors ωA =





ωA11 ωA12 · · · ωA1n

ωA21 ωA22 · · · ωA2n
...

...
. . .

...
ωAm1 ωAm2 · · · ωAmn



 .

Pour multiplier deux matrices par blocs, on applique la règle classique du produit matriciel
(produit ligne-colonne), mais en remplaçant les scalaires par les blocs correspondants.

A11 A12 A13

A21 A22 A23







A =

n1 n2 n3

m→ n

B11

B21

B31








B =

n1

n2

n3

n→ p

A11B11 +A12B21 +A13B31

A21B11 +A22B21 +A23B31







AB = m→ p

Exemple

3 ↗1 0 2 0 1

1 2 1 0 1 3

0 0 0 0 1 0








A =

A11 A12 A13

A21 A22 A23

3 2 1

2 0 1

0 2 0

↗1 1 1

0 0 1

2 0 1

1 1 1









B =

B11

B21

B31

3

2

1

où :

A11 =

ï
3 ↗1 0
1 2 1

ò
, A12 =

ï
2 0
0 1

ò
, A13 =

ï
1
3

ò
(2.1)

A21 =
[
0 0 0

]
, A22 =

[
0 1

]
, A23 =

[
0
]

(2.2)

B11 =




2 0 1
0 2 0
↗1 1 1



 , B21 =

ï
0 0 1
2 0 1

ò
, B31 =

[
1 1 1

]
(2.3)
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Le produit AB se calcule par blocs :

A11B11 +A12B21 +A13B31

A21B11 +A22B21 +A23B31







AB = 3→ 3

Calculons chaque bloc :

A11B11 =

ï
3 ↗1 0
1 2 1

ò


2 0 1
0 2 0
↗1 1 1



 =

ï
6 ↗2 3
1 5 2

ò

A12B21 =

ï
2 0
0 1

ò ï
0 0 1
2 0 1

ò
=

ï
0 0 2
2 0 1

ò

A13B31 =

ï
1
3

ò [
1 1 1

]
=

ï
1 1 1
3 3 3

ò

A21B11 =
[
0 0 0

]



2 0 1
0 2 0
↗1 1 1



 =
[
0 0 0

]

A22B21 =
[
0 1

] ï0 0 1
2 0 1

ò
=

[
2 0 1

]

A23B31 =
[
0
] [
1 1 1

]
=

[
0 0 0

]

D’où :

AB =




6 + 0 + 1 ↗2 + 0 + 1 3 + 2 + 1
1 + 2 + 3 5 + 0 + 3 2 + 1 + 3
0 + 2 + 0 0 + 0 + 0 0 + 1 + 0



 =




7 ↗1 6
6 8 6
2 0 1





Cas particuliers

Nous avons déjà vu des matrices partitionnées par colonnes : A =
î↗↘a1, · · · ,↗↘an

ó
.

Une matrice peut aussi être partitionnée par ligne :

A =





a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn



 =





lgn1(A)
lgn2(A)

...
lgn

m
(A)





on dira que A est partitionnée en n colonnes ou en m lignes.
On peut alors écrire le produit matriciel de plusieurs façons :
Si A est de taille m→ n et B est de taille n→ p, alors

1. AB = A

ï↗↘
b1

↗↘
b2 · · ·

↗↘
bp
ò

︸ ︷︷ ︸
blocs colonnes

=

ï
A
↗↘
b1 A

↗↘
b2 · · · A

↗↘
bp
ò

︸ ︷︷ ︸
blocs colonnes
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2. A
m→n

=




lgn1(A)

...
lgn

m
(A)





︸ ︷︷ ︸
blocs lignes

, B
n→p

=
[↗↘
b1 · · ·

↗↘
bp


︸ ︷︷ ︸
blocs colonnes

AB =





lgn1(A)
↗↘
b1

↑R︷ ︸︸ ︷
lgn1(A)

↗↘
b2 · · · lgn1(A)

↗↘
bp

...
...

...

lgn
m
(A)

↗↘
b1 lgn

m
(A)

↗↘
b2 · · · lgn

m
(A)

↗↘
bp





Ce n’est pas une matrice par blocs, chaque composante est réelle :

lgn
i
(A)

↗↘
bj =

[
ai1 ai2 · · · ain

]





b1j
b2j
...

bnj



 = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj ↓ R.

3. A =
[↗↘a1 ↗↘a2 · · · ↗↘an


, B =




lgn1(B)

...
lgn

n
(B)





AB = ↗↘a1lgn1(B) +↗↘a2lgn2(B) + · · ·+↗↘anlgnn(B)︸ ︷︷ ︸
m→p

En e”et,

↗↘ai lgni(B) =





a1i
a2i
...

ami




[
bi1 bi2 · · · bip

]

est de taille m→ p :

↗↘ai lgni(B) =




a1ibi1 · · · a1ibip

...
. . .

...
amibi1 · · · amibip




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2.8 Matrices triangulaires, matrices diagonales

Une matrice A = (aij) ↓ Mn(R) est triangulaire supérieure si aij = 0 pour tout j < i.





a11 a12 · · · · · · a1n
0 a22 · · · · · · a2n
0 0 · · · · · · a3n
...

...
. . .

. . .
...

0 0 · · · 0 ann





Une matrice A = (Aij) est triangulaire supérieure par blocs si Aij = 0 pour tout j < i.
Une matrice A = (aij) ↓ Mn(R) est triangulaire inférieure si aij = 0 pour tout j > i.





a11 0 · · · · · · 0
a21 a22 0 · · · 0

a31 a32 · · ·
. . . 0

...
...

. . .
. . . 0

an1 an2 · · · · · · ann





Une matrice A = (Aij) est triangulaire inférieure par blocs si Aij = 0 pour tout j > i.
Une matrice A = (aij) ↓ Mn(R) est diagonale si aij = 0 pour tout i ↔= j.





a11 0 · · · · · · 0
0 a22 0 · · · 0

0 0 a33
. . . 0

...
...

. . .
. . . 0

0 0 · · · 0 ann





Une matrice A = (Aij) est diagonale par blocs si Aij = 0 pour tout i ↔= j.

Définition 2.29 Matrices triangulaires, matrices diagonales

Inverse des matrices triangulaires par bloc

Soit A une matrice de taille n→ n où n = n1 + n2

ï
A11 A12

0 A22

ò

n1 n2

n1

n2

On suppose que A est inversible, et on décompose A↓1 en blocs de même taille que A :

A↓1 =

ï
B11 B12

B21 B22

ò

n1 n2

n1

n2.
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On a alors

AA↓1 =

ï
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A22B21 A22B22

ò
.

Par ailleurs, la décomposition en blocs de la matrice In s’écrit

In =

ï
In1 0
0 In2

ò
.

On a donc

AA↓1 =

ï
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A22B21 A22B22

ò
=

ï
In1 0
0 In2

ò
.

Donc 




A11B11 +A12B21 = In1

A11B12 +A12B22 = 0n1→n2

A22B21 = 0n2→n1

A22B22 = In2

Donc A22 est inversible et B22 est son inverse.
De plus,

A22B21 = 0n2→n1 ⇔ A↓1
22 A22B21 = A↓1

22 0n2→n1

donc B21 = 0n2→n1 .
Donc

A11B11 +A12B21 = In1 ⇔ A11B11 = In1 ,

donc A11 est inversible et B11 est son inverse.
Enfin,

A11B12 +A12B22 = 0n1→n2 ⇔ A↓1
11 A11B12 +A↓1

11 A12B22 = A↓1
11 0n1→n2

donc B12 = ↗A↓1
11 A12A

↓1
22 .

On vient de démontrer une implication du théorème suivant. La réciproque se vérifie en
multipliant les matrices entre elles.

Si A est une matrice de taille n→ n triangulaire supérieure par blocs.

ï
A11 A12

0 A22

ò

n1 n2

n1

n2

Alors A est inversible si et seulement si A11 et A22 sont inversibles. Et dans ce cas,

A↓1 =

ï
A↓1

11 ↗A↓1
11 A12A

↓1
22

0 A↓1
22

ò

n1 n2

n1

n2

Théorème 2.30


